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▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑
❈♦♥str❛✐♥t
●✐❧❧❡s ❈❤❛❜❡rt∗† ✱ ❋ré❞ér✐❝ ❇♦②❡r∗‡✱ ❙♦♣❤✐❡ ❉❡♠❛ss❡②∗†
❚❤❡♠❡ ✿ Pr♦❣r❛♠s✱ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦♦❢s
➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ❚❆❙❈
❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✼✻✹✵ ✖ ▼❛② ✷✵✶✶ ✖ ✶✼ ♣❛❣❡s
❆❜str❛❝t✿ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈✲
❡r❛❧ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✜s❤ r♦❜♦ts ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❣✐st✐❝s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❢♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥
t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛s❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜s❤ r♦❜♦ts✱ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦
t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧♦✇✲r❛♥❣❡ s❡♥s✐♥❣✳
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r♦❜♦t✐❝s✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
∗ ▼✐♥❡s ❞❡ ◆❛♥t❡s✱ ✹ r✉❡ ❆❧❢r❡❞ ❑❛st❧❡r ✹✹✸✵✵ ◆❛♥t❡s✱ ❋r❛♥❝❡
† ❊q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ❚❆❙❈✱ ▲■◆❆✱ ❈◆❘❙ ❯▼❘ ✻✷✹✶
‡ ❊q✉✐♣❡ ❘♦❜♦t✐q✉❡✱ ■❘❈❈❨◆✱ ❈◆❘❙ ❯▼❘ ✻✺✾✼
❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❡t ❧❛ ❈♦♥tr❛✐♥t❡
✏❆♠♦♥❣✑
❘és✉♠é ✿ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r♦❜♦ts ❛✉t♦♥♦♠❡s s♦✉s✲♠❛r✐♥s ❞♦tés ❞✉ s❡♥s é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❇❛sé❡ s✉r
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♠♦♥❣✱ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✉t✐❧✐sé❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ✭❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❛✉① ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♠♦♥❣ ❞♦♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st
◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✐t été ❝♦♥❞✉✐t ♣♦✉r ❞❡s r♦❜♦ts s♦✉s✲♠❛r✐♥ é❧é❝tr✐q✉❡s✱
s♦♥ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t
êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ à ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❞♦♥t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t
à ❢❛✐❜❧❡ ♣♦rté❡✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ r♦❜♦t✐q✉❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✸
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♥❣❡❧s✶ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ♦♥ ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞
❛♥❣✉✐❧✐❢♦r♠ r♦❜♦ts ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡ ❬✶✷❪✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ r♦❜♦ts
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐♥✉♥❞❛t❡❞ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❝❛✈✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜②
❤✉♠❛♥s✳
❚❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ t❤✐s ❛✐♠✳
❋✐rst✱ t❤❡✐r ❡❡❧✲❧✐❦❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ s✇✐♠ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛✈❡❧
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❛❧❧❡r✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❞❞② ✇❛t❡r✳
❙❡❝♦♥❞✱ r♦❜♦ts ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡ ♠❡❛♥s t❤❡
❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♠✐t ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✭♦r
✈♦❧t❛❣❡✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❡s ✇❤❡♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
♦❜❥❡❝ts ❞✐st♦rt t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❙♦ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢❡❡❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♦♥❧② s❡♥s❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❝♦♥✜♥❡❞ ❛♥❞
❞❛r❦ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ s♦♥❛r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥ ❧❛r❣❡
s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❢❡✇ ✉♥❡✈❡♥♥❡ss✳
❚❤✐r❞✱ ❛ ❜✐❣ r♦❜♦t ❝❛♥ s♣❧✐t ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❛❣❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❢❡❡❧ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❙♠❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ t♦ ❝r♦ss
♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✐❧❧✉str❛t❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts ❛ t②♣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✿ t❤❡ r♦❜♦t ❞✐✈❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❤♦❧❡✳ ■t
s✇✐♠s ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❛❧❧❡r✐❡s ✉♥t✐❧ ✐t ❢❛❧❧s ♦♥ ❛ ❝❛✈✐t②✳ ■t t❤❡♥ s♣❧✐ts ✐♥t♦ s♠❛❧❧
r♦❜♦ts t❤❛t ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ♦✉t✱
t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡ r♦❜♦t ❤❛s t♦ r❡t✉r♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡r②t✐♠❡ t✇♦ ❛❣❡♥ts
♠❡❡t✱ t❤❡② ❞♦❝❦ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ♦♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♣✐❡❝❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛❣❛✐♥✱ t❤❡
r♦❜♦t st❛rts ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✇❛② ♦✉t✳ ■t t❤❡♥ s✇✐♠s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳
hole
cavity
agents
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✐ss✉❡s ✭✐♥ ♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱
❝♦♥tr♦❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❡t❝✳✮ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠✿ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❡❧❡❝tr♦✲❧♦❝❛t✐♦♥✳
✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❤❡❛♥❣❡❧s♣r♦❥❡❝t✳❡✉✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✹
✶✳✶ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ▼❛✐♥ ❉✐✣❝✉❧t✐❡s
❆❢t❡r t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❉❛t❛
✐♥❝❧✉❞❡✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ ❞❛t❛
✭t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❣②r♦❝♦♠♣❛ss✮✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t♦ s❡❡ ✐❢ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭s❛②✱ ❛ ❝♦r♣s❡✮ ✐s ❧②✐♥❣
s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
❇✉t ❧♦❝❛t✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t r❡q✉✐r❡s ✜rst t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ r♦❜♦ts t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❙♦ ❛
❜✐❣ ❝♦♥❝❡r♥ ✕ ❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr♦✲❧♦❝❛t✐♦♥ ✕ ✐s t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ r♦❜♦ts ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡
s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❚❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤❛s s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝ts ❞✉❡ t♦ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐✈❡ ♦♥❡s✳
❖❞♦♠❡tr② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ r♦❜♦ts ❣❡t q✉✐❝❦❧② ❧♦st✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ s❡♥s❡ ❣✐✈❡s ♦♥❧② ❛ ✈❡r② ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♥❛♠❡❧②✱
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ❡❛s✐❧② ❡①tr❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❛s ✇❡ ❞♦ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛ ❝❛♠❡r❛ ✐♠❛❣❡ ♦r s♦♥❛r ✇❛t❡r❢❛❧❧✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❣❡♥ts s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝r♦ss t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ♠❛❦❡ ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳
✷ ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥
▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢
♠❡t❤♦❞s✿ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ s✉r✈❡② ❜♦t❤
♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿
✷✳✶ P❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❚❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❡❝t♦r ~x✱ t❤❡ st❛t❡
♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ✈❡❝t♦r t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ♦❢ ~x ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜❥❡❝ts
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t A ❞❡t❡❝ts t✇♦ ♦❜❥❡❝ts
O ❛♥❞ O′✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡s ✐s ~p = (~xO − ~xA, ~xO′ − ~xA)✳ ■t ❤❛s 2d
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ~p ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧
t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t r❡❧❡✈❛♥t
❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳
P❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦✲❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❬✷✱
✶✹❪✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡rs ❬✷✶❪✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡s♦rt t♦ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝s ♦r ✐♥t❡r✈❛❧✲
❜❛s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ➓✸✳✶✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❣♦♦❞ ❢♦r
t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
r❡♣❡❛t❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ✭❡✳❣✱ tr❛❝❦✐♥❣✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❛t❤❡r ❣♦♦❞ ❢♦r
t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣❧♦❜❛❧❧②✳
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ✐♠♣♦rt❛♥t
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
✶✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✈❡❝t♦r ~p ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ I✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r♠✉❧❛s I =
f(~p) ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❘❛s♥♦✇ ❬✶✻❪ ❣❛✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✺
❡❧❡❝tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ✇❛❧❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❬✷❪✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
♦❜❥❡❝ts✳
✷✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♦❜❥❡❝t t②♣❡s✱ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❣❡t
q✉✐❝❦❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❇❛②s✐❛♥
✜❧t❡rs ♥❡❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡②
❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❤❡❛✈② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ■♥t❡r✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s❤❛r♣ ❡♥❝❧♦s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✳
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣ ♠✉❝❤ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❞❡s❛str♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡✳✷
✸✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❡❛s② t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡✱ ✇❡ st✐❧❧
❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦❞❡❧s ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛s t❤❡
❛❣❡♥t ♠❡❡ts ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❛s♦♥❛❜❧② r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ■♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
♦♥ ❡❧❡❝tr♦✲❧♦❝❛t✐♦♥ ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧②✳
✷✳✷ ◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s
◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❧❧♦✇ ❛ r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t
❤❛♥❞❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛ st❛t❡ ~x ❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ✕ ❛s t❤❡✐r ♥❛♠❡ t❡❧❧s ✕ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆ss✉♠❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❛ ❝✉❜❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ r✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡✳
◆♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥
❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶❪ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛✇ ✢❛t
❞❛t❛ ✇❤✐❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬✺❪ r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡s s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
✇❤✐❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ s✐♥❝❡ ❛♥✐♠❛❧s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
♠♦❞❡❧s ❜✉t ❛ ❧♦♥❣✲t✐♠❡ tr❛✐♥✐♥❣ ✐♥st❡❛❞✳
❲❡ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✜rst ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♥❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧❛tt❡rs
❝❛♥ ♦♥❧② ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r tr❛✐♥✐♥❣ ❝❛♠♣❛✐♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❜❡st t♦ ♠❛❦❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❝❤♦✐❝❡ ❛s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦r r❡❧✐❛❜❧❡
♥✉♠❡r✐❝s✳
✷✳✸ ❆ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t ✐s s♦♠❡❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡✳ ❲❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡
❛ st❛t❡ ~x ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡①❛❝t ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❛✐❞ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❧❛✇s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝s ②✐❡❧❞s ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝♦❛rs❡ ✕❜✉t ❣❡♥❡r❛❧✕ r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳
▲❡t A ❜❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② A
❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡♠♦t❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1/dk ✇✐t❤ k = 3
❛♥❞ ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ A✳
✷❊✈❡♥ t✇♦ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤✐s t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✭t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✮✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✻
❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ r✉❧❡✳ ■❢ A ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② n ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝ts ❛t
❞✐st❛♥❝❡s d1, . . . , dn ❢r♦♠ A r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t I ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② A ✇✐❧❧
s❛t✐s❢②
I ∈
( n∑
i=1
1
dki
)
[α, α] ✭✶✮
✇❤❡r❡ [α, α] ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐♥ R✮ t❤❛t ❜❛s✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s ❛❧❧
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐❣♥♦r❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✇❛t❡r✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A✱ ❡t❝✳ ❖❢
❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❙❤♦✉❧❞ ✐t ❜❡
❧❛r❣❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 1/dk ✇❤❡♥ d ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦✳ ❚❤❛t ✐s ♦✉r
♣♦✐♥t✿ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❢❡❡❧ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✐ts s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t k✱ t❤❡ ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❛t
✐s ✇❤② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ❜❡tt❡r ❢♦r ❧♦✇✲r❛♥❣❡ s❡♥s♦rs✳
❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♥♦t ❛ ♥♦✈❡❧t② ❛♥❞ ✐s ❛❧r❡❛❞② t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ❬✷❪✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❛s❦ r♦❜♦ts t♦ ❛✈♦✐❞ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❛s❦ t❤❡♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡✐r s❤❛♣❡✳ ❙♦ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s
✇❛②✳
■t ✐s ❧❡ss ❡✈✐❞❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉♣♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s✳ ❏❛✉❧✐♥ ❛♥❞ ❛❧✳ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇✐t❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ r✉❧❡s ❬✾❪✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ✭✶✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦
❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛♣✱ ♥♦t ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✲❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ♥♦✇
t♦ ♣❧❛❝❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡
♣❛♣❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ ➓✸✳✸✳
✸ ❈♦♥str❛✐♥ts
✸✳✶ ❚❤❡ ❈♦♥str❛✐♥t P❛r❛❞✐❣♠
❈♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✼✱ ✶✾❪ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡
❣✐✈❡♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❲❡ tr②✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡
✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❧✐♥❡s✳ ▼♦r❡ ❜❛s✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡✲
s❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤②♣❡r❡❞❣❡s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♥tr❛✐♥t c ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡♠♦✈❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆ ✈❛❧✉❡ v ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦♥❧② ✐❢ c ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞
✇❤❡♥ x = v ✇❤❛t❡✈❡r ✈❛❧✉❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥s✳
❍❡♥❝❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣ v ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s❛❢❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛r❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭●❆❈✮ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t c ✐s t♦ r❡♠♦✈❡
❛❧❧ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s ❛ ❝❤❡❛♣❡r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥② ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✜❧t❡r ♦♥❧② t❤❡
❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♠❛❞❡
♦♥ s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❞❥❛❝❡♥t
t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋✐❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st ❢♦r ✐s♦❧❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❢♦r♠ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✼
x z w
y {0,1}
{0,1} {1,2} {0,1,3}
x z w
y {0,1}
{0,1} {1,2} {0,1,3}
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ●❆❈ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡❝t❛♥❣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✐♥ ❜r❛❝❡s✳ ❲❡
❡♥❢♦r❝❡ ●❆❈ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❧♦♦♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❱❛❧✉❡s
r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ✭❛✮ ❖♥❧② ✵ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ w✳ ✭❜✮ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❣❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛❧❧✲❞✐❢❢
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x 6= y✱ y 6= z ❛♥❞ z 6= x ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣
♦♥❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♥❛♠❡❞ ❛❧❧✲❞✐❢❢ ❬✶✼❪✳ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ ●❆❈ ♦♥ ❛❧❧✲❞✐❢❢(x, y, z)
r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ♦✛❡r ❛ ❞❡❡♣❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇s ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✷✳
■♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ r❡❛❧s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ❬✻✱ ✶✵❪ ♦r ❬✶✾❪✱ ❝❤❛♣✳✶✻✮✳
✸✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s
❙♠❛❧❧ ❧❡tt❡rs ❧✐❦❡ x ❛♥❞ ~x ❞❡♥♦t❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❈❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❧✐❦❡X ♦r ~X ❞❡♥♦t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ R ❛♥❞ ❜♦①❡s ✐♥ Rd r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ X ❛r❡ x ❛♥❞ x✳ ❆ ❜♦① ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳✱ ~X1✮ ♦r ❛ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ V ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✮✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❞♦♠❛✐♥s✱ ♥♦t ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ~Xj ✐s t❤❡ jth ❜♦① ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❜♦①❡s✱ ♥♦t t❤❡ jth ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ❜♦① ~X ✭✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ♥♦t❛t✐♦♥
t♦ ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳
■♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ N ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ d ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤✉s✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ~x1(t), . . .✱
~xN (t) ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥s ~X1(t), . . . , ~XN (t)✳
✸✳✸ ▼❛✐♥ ■❞❡❛
▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❛ tr✐✈✐❛❧ ❢❛❝t✿ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♠♦✈❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❣❡t ❧♦st✳✸
■♠❛❣✐♥❡ ♥♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❤❛❧t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs
st❛rt ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❛r❡❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t st❛t✐♦♥❛r② ❛❣❡♥ts ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❜❡❛❝♦♥s
❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡s✳ ▲❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❡rs ❜❡❛❝♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡rs ❡①♣❧♦r❡rs✳
✸❚❤✐s s♦✉♥❞s ♦❜✈✐♦✉s ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❣r♦✉♥❞ r♦❜♦ts✳ ❯♥❞❡r✇❛t❡r✱ t❤❡ r♦❜♦t ♠❛② ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
s❡♥s❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❛❞♦♣t ❛ ❧♦♦♣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ❛❝t✉❛t♦rs
❜❧♦❝❦❡❞✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝✐r❝❧❡s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♥♦ ❞r✐❢t✐♥❣✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✽
❲❤❡♥ ❛♥ ❡①♣❧♦r❡r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❜❡❛❝♦♥✹✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❧♦r❡r ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥ s♦ ✇❡ ❝❛♥ r❡✜♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t s♦ ❡❛s② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ❛ ❜❡❛❝♦♥ ❞❡t❡❝ts
s♦♠❡t❤✐♥❣✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤❛t ✐t ✐s✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ ❡①♣❧♦r❡rs ❣❡t q✉✐❝❦❧② ❧♦st✱ t❤❡✐r
❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❡❧♣ ♠✉❝❤ ♥❡✐t❤❡r✳
❲♦rs❡✱ ✐❢ ❛ ❜❡❛❝♦♥ ✐s st✉❝❦ t♦ ❛ ✇❛❧❧ ♦r t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜❡❛❝♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❝♦♥st❛♥t❧②
r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t ❥✉st ❜❧✐♥❞✳ ❙♦✱ ❢♦r ♦✉r ✐❞❡❛ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱
❜❡❛❝♦♥s ♠✉st ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❧② st♦♣ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡
t♦ ♠♦✈❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✉r✐♥❣ ❛ s❤♦rt ❧❛♣s❡ ♦❢ t✐♠❡✱ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❣❡t ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦t❤❡rs✱ t❤❛t ✐s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐s♦❧❛t❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ♠❡❛s✉r❡ ❛
s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠❜✐❛♥t ♥♦✐s❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❧♦✇ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡
♠❛❦❡s t❤✐s str❛t❡❣② r❡❛❧✐st✐❝✳
❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜❡❛❝♦♥ A✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ Iˆ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ D = [D,D] t❤❛t ❢✉❧✜❧❧
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ I r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② A ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ Iˆ✱ t❤❡r❡
✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ A ✐s ❧❡ss t❤❛♥ D✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥
I < Iˆ✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦❜❥❡❝t ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ A ✐s ❧❡ss t❤❛♥ D✳
threshold
co
llis
ion
 lim
it
0 D
noise limit
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❉❡t❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❛t
❢✉❧✜❧❧s t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ✭✶✮ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♠❜✐❛♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞
✭✷✮ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ s♦ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣❧♦r❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❣♦❡s
❛✇❛② ✭t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ D ✐s t❤❡♥
❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ✭1 ♦r N ❛❣❡♥ts ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣✮✳
❲❡ ♥❡❡❞ D t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠ ❞✐st❛♥❝❡ ‖.‖∞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱
✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛❝♦♥ A t✇♦ ❜♦①❡s A− ❛♥❞ A+ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥
♣♦s✐t✐♦♥ ~xA ❛♥❞ ✇❤♦s❡ r❛❞✐✐ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ D ❛♥❞ D r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r✉❧❡ t❤❡♥ r❡❛❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ I > Iˆ t❤❡♥ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❡①♣❧♦r❡r ✐s ✐♥ A+ ❛♥❞ ✐❢ I < Iˆ ♥♦ ❡①♣❧♦r❡r ✐s ✐♥ A−✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❛
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♥❛♠❡❞ ❛♠♦♥❣ ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s s✉❝❤ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t
✇❛s ✉s❡❞ s♦ ❢❛r ✐♥ ❛ r❛❞✐❝❛❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ♥❛♠❡❧②✱ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥
❧♦❣✐❝✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛♣♣❛r❡♥t❧② ✉♥r❡❧❛t❡❞ ✜❡❧❞s✳
❇❡❢♦r❡ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ♦♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
✹❆♥❞ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞❀ s♦ t❤❡ r♦❧❡ ❛r❡ s♦♠❡❤♦✇ ✐♥✈❡rs❡❞✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✾
✸✳✹ ❆ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❊①❛♠♣❧❡
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❛ ♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ ✸ ❜❡❛❝♦♥s ❛♥❞ ✷ ❡①♣❧♦r❡rs ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ t❤❡ ❛r❡❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜❡❛❝♦♥s ✶ ❛♥❞ ✸ ❤❛✈❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s♦♠❡t❤✐♥❣
❛♥❞ ♥♦t ❜❡❛❝♦♥ ✷✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✱ t❤❡ ❜♦①❡s ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❝♦♥t♦✉rs r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❧♦r❡rs✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜♦①❡s ~A+1 ✱ ~A
−
2 ❛♥❞ ~A
+
3
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣
✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡rs ✐s ❤❛t❝❤❡❞✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤r❡❡ ❜❡❛❝♦♥s ❛♥❞ t✇♦ ❡①♣❧♦r❡rs✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❛r❡❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦
❡①♣❧♦r❡rs ✭❤❛t❝❤❡❞ ❜♦①❡s✮✳
❲❡ r❡❛s♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ~X1 ❛♥❞ ~X2 ✐♥t❡rs❡❝t ~A
+
1 ❛♥❞ ~A
+
3 ✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣♦✐♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥s✐❞❡ ~A−2 ✇❡ ❝❛♥ ♥❛rr♦✇ ~X1 ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
❚❤❡ ♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❛♥②♠♦r❡ ~A+3 ✳ ❙✐♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❡①♣❧♦r❡r ✐s ✐♥s✐❞❡ ~A+3 ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ~x2 ❛♥❞ t❤❡ ❜♦① ~X2 ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡
❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛ ♦♥ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♥❡✇ s✉❜❜♦① ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t
~A+1 ✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ~x1 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s✐❞❡ ~A
+
1 ✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ❤❛t❝❤❡❞
❛r❡❛✳
✸✳✺ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ■♥t❡r✈❛❧ ❆♠♦♥❣ ❈♦♥str❛✐♥t✳
●✐✈❡♥ ❛ ❜♦① ~V ⊂ Rd ✭t❤❡ ✏✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥✑✮✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✐♥t❡r✈❛❧ K = [k, k] ⊂
Z
+ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s (~xj)j∈J ✱ ✇❡ s❛② t❤❛t
among( (~xj)j∈J , ~V ,K ) ❤♦❧❞s ✐✛
k ≤
∣∣∣{j ∈ J, ~xj ∈ ~V }
∣∣∣ ≤ k.
◆♦✇✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛❝♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ■❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛❝♦♥
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✶✵
✐s ❧❡ss t❤❛♥ Iˆ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿
among
(
(~x1(t), . . . , ~xn(t)), A
+
i , [1, N ]
)
,
✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✿
among
(
(~x1(t), . . . , ~xn(t)), A
−
i , [0, 0]
)
.
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r② ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞♦
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥♦❜✳ ❇✉t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥s ❞❡t❡❝t s♦♠❡t❤✐♥❣ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡rs ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②m ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡❛❝♦♥s✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ❛♠♦✉♥ts t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s✳
❚❤✐s t♦♣✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ d = 1✱ ♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s Xj ⊂ Z+✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛♥② ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ V ⊂ Z+✱
t❤❛t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❘é❣✐♥ ❬✶✽❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ●❆❈ ♦♥ ❛
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳ ■♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✳ ◆P✲❤❛r❞♥❡ss
❤♦❧❞s✱ ❞❡ ❢❛❝t♦✱ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❊♥❢♦r❝✐♥❣ ●❆❈ ❜❡❝♦♠❡s tr❛❝t❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❬✷✷❪ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢
✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ❬✶✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣✲
♣✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ V ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ tr✐✈✐❛❧❧② ❜❡ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ {0, 1} ✭❡✐t❤❡r xi ∈ V ♦r xi 6∈ V ✮✳ ❍❡♥❝❡✱
s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉rs✳
■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♠♦♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ ❛s ♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❛❧ ✈❡❝t♦rs✱ ✐t ✐s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡
❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡♥ t✇♦ r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ✐s ❛t ❧❡❛st t✇♦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ P ✇❤❡♥ d = 1✳
✹✳✶ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛s❡✱ d ≥ 2
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r ❜♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r
d ≥ 2✳
Pr♦♦❢✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ ◆P✳
❲❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♥♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t♠♦st✲♥✈❡❝t♦r ✇✐t❤
✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐♥ ❬✹❪✮✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ Patmost ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✶✶
■♥♣✉t✿ n r❡❝t❛♥❣❧❡s ~X1, . . . , ~Xn ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r k✳
◗✉❡st✐♦♥✿ ■s t❤❡r❡ n ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦rs ~x1, . . . , ~xn s✉❝❤ t❤❛t ~xj ∈ ~Xj ❢♦r ❛❧❧
j✱ 1 ≤ j ≤ n✱ ❛♥❞ |{~x1, . . . , ~xn}| = k ❄
❲❡ ❛♣♣❧② ♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡✜♥❡ k ✈❛r✐❛❜❧❡s ~y1, . . . , ~yk
✇✐t❤ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ~Y ⊇
⋃n
j=1
~Xj ✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠ Pamong ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣((~y1, . . . , ~yk), ~Xj , [1, k]) ❢♦r ❛❧❧ j✱ 1 ≤ j ≤ n✳ ❚❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❜❛s✐❝❛❧❧② ❢♦r❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ~yi✬s ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ~Xj ✬s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ~xj t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥ Patmost✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥s✇❡r✐♥❣
✏②❡s✑ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ~yi✬s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ 
✹✳✷ ❚❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ d = 1
❲❡ s❤♦✇ ♥♦✇ t❤❛t ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✕ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ✕ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❖✉r r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ■t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤
✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s V1, . . . , Vm ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s X1, . . . , Xn ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤✐s
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ✜rst s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣
✉♣ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t
❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r✈❛❧s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ Vi ❝♦✐♥❝✐❞❡s ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r✈❛❧s✳
1 2 3 4 6 75
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r ❜♦t❤
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r T ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t ∈ T ✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t It ⊆ I ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s
❝♦✈❡r✐♥❣ t✿ It = {i ∈ I, t ∈ Vi}✳ ❆s ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ t 7→ It
✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ T ✳ ❍❡♥❝❡✱ T ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢
♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡t σ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s
♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ p ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❋✐rst✱ σ ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛t ♠♦st 2(m + 1)
❡❧❡♠❡♥ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥ σ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ T
♦r t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s (Vi)i∈I ✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ σ ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡
❞✐s❥♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✱ s♦ ✐t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r ♦♥ σ✳ ▲❛st✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧
Vi s♣❛♥s ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ s✉❜✲s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ σ✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✱
t❤❡r❡ ❛r❡ p = 7 ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❛♥❞ V1 ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧s (1, 2, 3)✱ V2
✇✐t❤ (2, 4)✱ V3 ✇✐t❤ (3, 4, 5, 6, 7)✱ ❛♥❞ V4 ✇✐t❤ (6)✳
❖✉r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ Vi t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t V ′i ⊆ σ
❜② s❡tt✐♥❣ s ⊆ Vi ↔ s ∈ V ′i ✱ ∀s ∈ σ✳ ❲✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡t
✉s ✐❞❡♥t✐❢② ❡❛❝❤ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ xj t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x′j ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ σ s✉❝❤
t❤❛t xj ∈ s↔ x′j = s✱ ∀s ∈ σ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❥✉st ❝♦✉♥ts t❤❡
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✶✷
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡t ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡
❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❙❆t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❈♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❆▼♦♥❣ ❈♦♥✲
str❛✐♥ts ✇✐t❤ ■♥t❡r✈❛❧ ❉♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② st❛t❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✿
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❙❛❝❛♠✐✳
■♥♣✉t✿ ❆ ❧✐♥❡❛r❧② ♦r❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ s❡t σ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② p > 0✱ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s X =
(Xj)j∈J ❛♥❞ V = (Vi)i∈I ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ σ✱ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s |J | = n ❛♥❞ |I| = m✱
❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ Vi ∈ V ✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ki ∈ Z+ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❝❛♣❛❝✐t② ki ∈ Z+ ✇✐t❤ ki ≤ ki✳
◗✉❡st✐♦♥✿ ■s t❤❡r❡ ❛♥ n✲t✉♣❧❡ x ∈ Πj∈JXj ⊆ σ
n s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧
Vi ∈ V ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr✐❡s ♦❢ x ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ Vi ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✐ts
❝❛♣❛❝✐t② ❜♦✉♥❞s✿
ki ≤ | {j ∈ J | xj ∈ Vi} | ≤ ki, ∀i ∈ I ? ✭✷✮
◆♦✇✱ ♦✉r ❦❡② ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
(among( (xj)j∈J , Vi, [ki, ki] ), ∀i ∈ I) :
ki ≤
∑
s∈Vi
ys ≤ ki, ∀i ∈ I ✭✸✮
∧ among( (xj)j∈J , {s}, ys ), ∀s ∈ σ. ✭✹✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❜♦t❤
t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✐♥t❡r✲
✈❛❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ✭✹✮ ❛s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥✲
❡q✉❛❧✐t✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts
t❤✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✢♦✇
♣r♦❜❧❡♠✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ (σ,X, V, k, k) ✐s ❛ ②❡s✲✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❙❛❝❛♠✐ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ P ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳
(P ) : max
∑
s∈σ
ys
s✳t✳ ki ≤
∑
s∈Vi
ys ≤ ki, ∀i ∈ I, ✭✸✮
L[a,b] ≤
∑
s∈[a,b]
ys ≤ U[a,b], ∀a ≤ b ∈ σ, ✭✹✬✮
ys ≥ 0, ∀s ∈ σ.
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ♦❢ σ✱ L[a,b] ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s
✐♥ X ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✱ ❛♥❞ U[a,b] ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s
✐♥ X ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✿
L[a,b] = |{j ∈ J | Xj ⊆ [a, b]}|,
U[a,b] = |{j ∈ J | Xj ∩ [a, b] 6= ∅}|.
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✶✸
Pr♦♦❢✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s y
♦❢ P ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s x ♦❢ ❙❛❝❛♠✐✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts x ∈ Πj∈JXj ⊆
σn s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ❧❡t ys ❞❡♥♦t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ s ∈ σ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr✐❡s
✐♥ x ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ s✿
ys = |{j ∈ J | xj = s}|, ∀s ∈ σ.
❚❤❡♥✱ y ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P ✱ ❛s t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✸✮ ❞✐r❡❝t❧②
❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✬✮ ❢r♦♠ Xj ⊆ [a, b] =⇒ xj ∈ [a, b] ❛♥❞
xj ∈ [a, b] =⇒ Xj ∩ [a, b] 6= ∅✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❧❡t y ❜❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ◆♦t❡ ✜rst t❤❛t ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡∑
s∈σ ys ✐s ❡q✉❛❧ t♦ n✱ s✐♥❝❡ Lσ = Uσ = n✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞
❜✐✲♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ G = (J × σ,E, c) ♦♥ t❤❡ ❛r❝ s❡t E = {(j, s) ∈ J × σ | s ∈ Xj}
✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ce = 1 ♦♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ e ∈ E✳ ❲❡ ❛❞❞ t♦ G ❛ s♦✉r❝❡ u ❛♥❞ ❛♥ ❛r❝
(u, j) ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✶✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ J ✱ ❛ s✐♥❦ v ❛♥❞ ❛♥ ❛r❝ (s, v) ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ys ❢♦r
❛❧❧ s ∈ σ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❢❡❛s✐❜❧❡ (u, v)✲✢♦✇ ♦❢ ✈❛❧✉❡
n ❞❡✜♥❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ x ♦❢ ❙❛❝❛♠✐✱ ❜② s❡tt✐♥❣ xj t❤❡ ✢♦✇ ♦♥ ❛r❝ (j, s)✱
❢♦r ❛❧❧ j ∈ J ✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉❝❤ ❛ ✢♦✇✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❍♦✛♠❛♥
❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥② (u, v)✲❝✉ts❡t (U, V ) ♦❢ G ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r
❡q✉❛❧ t♦ n ❬✶✸❪✳ ▲❡t (U, V ) ❜❡ ❛ ❝✉ts❡t ♦❢ G✱ σU = σ ∩ U ✱ JU = J ∩ U ✱ ❛♥❞
J ′U = {j ∈ JU | Xj ⊆ σU}✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ G✱ t❤❡ ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ❝✉ts❡t (U, V )
❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ ❡✐t❤❡r (u, j) ✇✐t❤ j ∈ J \ JU ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✶✱ ♦r (j, s) ∈ E ✇✐t❤
j ∈ JU ✱ s ∈ σ \ σU ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✶✱ ♦r (s, v) ✇✐t❤ s ∈ σU ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ys✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❛r❝s ✐s |J \ JU |✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t
✐s ❛t ❧❡❛st |JU \ J ′U | s✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ JU \ J
′
U ✱ Xj 6⊆ σU ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❛r❝ (j, s) ∈ E ✐♥ t❤❡ ❝✉ts❡t✳ ▲❛st✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ s❡t ✐s ❛t
❧❡❛st |J ′U | s✐♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✬✮✿
|J ′U | ≤ |{j ∈ J | Xj ⊆ σU}|
≤
∑
[a,b]⊆σU
|{j ∈ J | Xj ⊆ [a, b]}|
≤
∑
[a,b]⊆σU
∑
s∈[a,b]
ys =
∑
s∈σU
ys.
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉ts❡t ✐s ❛t ❧❡❛st n ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳ 
❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ✇❤❡♥ r❡❧❛①✐♥❣ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠ P ❡✈❡r②
❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭✹✬✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥②
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♠❛✐♥ Xj ✳ ❲❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ P ❜②
♠❡r❣✐♥❣ ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭✸✮ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭✹✬✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] = Vi✱ i ∈ I✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
L′Vi = max(LVi , ki) ≤
∑
s∈Vi
ys ≤ min(UVi , ki) = U
′
Vi
.
❆❢t❡r t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ P ❤❛s t❤❡♥ ❛t ♠♦st (p(p+1)/2) = O(m2)
❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ p = O(m) ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ P ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
Pr♦♦❢✳ ❇② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♣r♦❣r❛♠ P ❝❛♥ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐①
♥♦t❛t✐♦♥ ❛s✿
(P ) : max{ ~1y | Ay ≤ U,−Ay ≤ L, y ≥ 0 }
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✶✹
1 2 3 4 5 6 7
u
v
1 2 3
1 1 1
1 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 1
y y y y y y y1 2 3 4 5 6 7
U
JJ' UU
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝✉ts❡st ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳ ❚❤❡ ❝✉ts❡t U ✐s ♣❛✐♥t❡❞ ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❛②✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s JU ❛♥❞ σU ❛r❡ ✐♥
♠❡❞✐✉♠ ❣r❛② ❛♥❞ J ′U ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❛②✳
✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ (p(p + 1)/2) × p ♠❛tr✐①✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦♥❡s ♣r♦♣❡rt②
❢♦r r♦✇s✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❝❝✉r
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ A ✐s t♦t❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r ❬✷✵❪✱ s♦ ❛s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐①(
A
−A
)
♦❢ P ✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❍♦✛♠❛♥ ❛♥❞ ❑r✉s❦❛❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ P ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ▲P✲r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s
❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❬✷✵❪✳ 
❈❧❡❛r❧② ♦✉r r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✱ t❤❡♥✿
❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ❙❛❝❛♠✐ ✐s ✐♥ P✳
❙♦❧✈✐♥❣ ❙❛❝❛♠✐ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱
♦♥❡ ❝❛♥ tr✐✈✐❛❧❧② ❛♣♣❧② ❙❛❝❛♠✐ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② O(mn) t✐♠❡s ✇❤❡♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
❈♦r♦❧❧❛r② ✷ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♠♦♥❣
❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡r❡ ✐s t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✲❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❛✉t♦♥♦♠♦✉s r♦❜♦ts ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥
♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✿ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❛t ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱
✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢♦r ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ P ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t♦ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭❛s ❞♦♥❡✱ ❡✳❣✳✱ ✇✐t❤ ❛t♠♦st✲♥✈❡❝t♦r
❬✹❪✮✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ✉♣❣r♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ♥♦✇❛❞❛②s ❢♦r ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡s ❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r s❡♥s♦rs t❤❛t ♠✐♠✐❝✱ ❡✳❣✳✱
t❤❡ ✜s❤ ❧❛t❡r❛❧ ❧✐♥❡ ❬✽❪ ♦r t❤❡ ❡②❡ ♦❢ ❛ ✢② ❬✶✶❪✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✹✵
▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❊❧❡❝tr♦✲▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❆♠♦♥❣✑ ❈♦♥str❛✐♥t ✶✺
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉rs✮ ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧②
♦♣❡r❛t✐♦♥♥❛❧ ②❡t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❣r❡❛t ♣r♦❣r❡ss❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❡✈❡r②❞❛② ♦♥ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜② t❤❡ t✐♠❡ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s s✉❜♠✐tt❡❞✱ ❛ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s✐♠✉❧❛t♦r ❢♦r
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❡♥s❡ ✐s ❛❜♦✉t t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜② ♦✉r ♣❛rt♥❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t s❤❛❧❧ ❜❡
s♦♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳
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